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V historii a filosofii pfirodnich véd se vyskytuje popularni a pon¢kud provokativni slovni spojeni
neodivodnitelna ucinnost matematiky v prirodnich vedach (unreasonable effectiveness of
mathematics in natural sciences). Slovni spojeni pochazi znazvu slavného clanku E. Wignera
(nositele Nobelovy ceny 1963 za fyziku) (1). Wigner v ¢lanku ilustruje na dnes uz klasickych
fyzikalnich piikladech vyhodnost matematického aparatu, ktery se v nékterych pifipadech zda
predjimat experiment a fyzikalni evidenci. Clanek vyvolal diskusi, ktera trva do dne$nich dnti (2),
(3). Modifikace nazvu, ktery samoziejm¢ matematici maji radi, byla pouzita i v jiném kontextu (4),
5).

Predkladany c¢lanek neni pfispévkem do této volné diskuse. O uziteCnosti matematiky, tim spiSe
v uméni, se nepokousime nikoho piesvédCovat. Nas pfistup je vlastné opacny. Na konkrétnim
ptikladu pojmu strom chceme ukazat jak soucasnd, velmi riznoroda a velmi abstraktni matematika
pouziva pojmy redlné¢ho svéta. Jak pojmy vytvaii z hlubsich podobnosti a souvislosti (6). Vlastné je
piekvapivé jak Casto a mnohostranné se pojem strom vyskytuje a podtitul tohoto ¢lanku by mohl
znit: Prekvapiva efektivita pojmu strom v matematice — i v uméni.

I v uméni, nebot’ pravé v nejabstraktngjSich matematickych pouzitich pojmu je mozno vysledovat
jisté analogie s konkrétnimi uméleckymi Ciny (7). Bez narokd na uplnost jsem se pokusil v tomto
textu shromazdit nékolik divodu, pro¢ je pojem stromu tak efektivni. Je-li diivodid uvedeno jen
nekolik, ilustraci musi byt samoziejmé jest¢ méne. Snad bude vhodna pftilezitost se k uvedené
problematice vratit.

Tento text je nutno povazovat za rozsSifenou synopsi prednasky prednesené na FF UK v listopadu
2004 (seminaf organizoval D.Rehak a J. Stary) a na CTS UK v bieznu 2005 (v ramci seminait
[.M.Havla). Dékuji M. Balkovi pii technickém zabezpecCeni pfednasek a tohoto Clanku. Za cenné
pripominky dékuji rovnéz pani M. Neslehové.

1. STROMY ZNAME

Strom jako objekt, pojem nebo dokonce struktura.

Strom povaZujeme v Zivoté a rovné€Z v matematice za objekt a pojem divérné znamy. Pfesto tento
pojem oznacuje nejruzngjsi objekty a jevy a té€zko fici co je spoleCnym rysem vSech téchto vyskytt.
Napriklad z Cisté formalniho hlediska neni mnoho spolecného na fotografii staré¢ hrusky a autorove
kresbé starych dubti (8).




V prvnim pfiblizeni je mozno fici, ze ideovou podstatou stromi je postupné déleni a vétveni. To
samoziejmé vychazi z nazoru a piirody. Jiz ve starovékém Recku se setkame s ,,dendrity*, ale jiz
v riznych situacich. Strukturu stromt a vétveni a jejich analogii s proudénim vody a tvarem koryt
fek zkoumal Leonardo da Vinci (1508). Samoziejmé jeho analogie byly netplné, dokonce uplné
chybné (9). Zakladatel krystalografie M. Capeller hovoii v roce 1711 o ,,vétvicich se strukturach®
(arbusculatum in modum) a identifikace stromovych struktur v dalSich oborech nasledovala, viz
napt. (10).

Jinym rysem pojmu strom je jeho jednoduchost. Ve vétSing pfipadii strom predstavuje strukturu,
kterou povazujeme za jednoduchou, castou a béznou. Strukturu, kterd je bezpecnd, protoze ji
zname. V piipad¢ matematiky by se dalo dokonce fici, ze stromy predstavuji néco jako zachytny
bod, pomocnou berlicku ve virtudlni realité abstrakce. Tim, ze néco nazyvame stromem si vlastné
poméhame, abychom se neztratili v abstraktni dzungli.

Situace je vSak nepiehledna. Druhi stromu je nepieberné a vyskytu pojmu je o to vice. Ani
matematik nemulze tvrdit, ze zna vSechny tvary, vyskyty pojmu strom (o tom se kazdy muze
presvédcCit na internetu). Mizeme tedy uvést pouze nékolik ptikladi. Zacnéme jednoduse: strom je
naptiklad specialni graf, tedy objekt sloZzeny z prvkl spojenych hranami. Nékolik ptikladt ukazuje
nasledujici obrazek.

Vystihnout pfesné, o co se jednd, je snadné: obrazek je z jednoho kusu (tj. je souvisly) a neobsahuje
uzaviené tahy (neboli kruZnice). Grafové stromy a jejich varianty jsou jednim z nejcastéjSich
modell v informatice, ale 1 v chemii. Blizko tomuto chapani stromu je rovnéz interpretace stromu
jako vétveni. Vétveni predpoklada, ze strom ma kofen, z kterého se postupné strom vétvi. Tato
pfedstava vede na béznou a ustdlenou terminologii: mluvime o naslednicich, potomcich,
predchiidcich, synech, otcich bodi. Kofen sam je tedy jakysi praotec vSech bodii. A od predstavy
vétveni je jiz krucek k predstaveé stromu jako specidlni relace. Historicky ale tato moznost vznikla
mnohem pozdé&ji. Pravdépodobné proto, ze jeji hlavni vyhoda spociva v tom, ze miizeme mluvit o
nekoneénych a nespocetnych stromech. Obrazek radéji neukdzeme, ale poznamenejme, Ze v téchto
relaCnich stromech miize mit prvek nekonecné potomku, ale jen konecné mnoho ptredchudct.
Ostatné jeden ze zékladnich vysledka je tzv. Konigovo lemma: ma-li v nekone¢ném stromu kazdy
prvek konecny pocet synl, potom existuje prvek majici v pfimé linii nekone¢né mnoho potomkii.
Nevadi, jestlize Ctenaf nespecialista nerozumi vSem detailiim, smysl je snad zfejmy. Co by snad
¢tenafe mohlo piekvapit, je jak se souc¢asnd velmi abstraktni matematika vyjadiuje pomoci redlnych
pojmu — jaky rozdil oproti tfednimu nebo politickému jazyku. Ale stromy jako grafy nebo relace (o
obojim je mozno se poucit v pfistupné knize (11)) tvofi jen Spicku ledovce. Nasleduji stromy
hypergrafové, relacni, algebry-stromy, stromova kontinua ale i prostory-stromy, které pro zménu
souvisi s prostory hypermetrickymi. A zvlastni (a ,,0btizné*) stromy maji sva jména: Strom muiZze
byt napt. Cantortiv, Suslinliv, Aronszajniiv, Bairetiv. To jsou vesmés stromy nespocetné a tedy
stromy vymykajici se ndzoru. Piesto jejich existence (v interpretaci jako kombinatoricky axiom)
koduje vlastnosti dalSich objektd, které pro zménu mohou byt velmi ndzorné (naptf. meéftitelné
vlastnosti realné tisecky).

Je vlastn¢ prekvapivé, ze vSechny tyto pojmy maji vitbec néco spolecného (12). Tim spise, ze hned
uvedeme stromy, které maji uplné jinou nerelacni povahu. Fraktalni stromy, jejichZ ptiklady jsou na
obrazku, jsou zadany jako vysledek procesu, ktery vlastn€ imituje ptirodu.



Jeden z fraktalnich stromt se nazyva strom zlaty. Ptiklad jeho vytvafeni je na nasledujicim obrazku.

VYOV Y

Jde o jednoduchy proces: strom se vétvi, vétve rostou pod stale stejnym thlem 120° a jejich délka se
zkracuje v kazdém kroku r-krat. Zteyjme pro r blizké 1 se vétve téméf nezkracuji a tedy se postupné
zahusti a za¢nou se kiizit. Na druhé strané pro malé hodnoty r (blizké 0) strom témét neporoste a
tedy se nebude kiizit. Jaka je prahova hodnota r, kdy se pravé vétve nebudou kiizit? Ukaze se
snadno (vyfeSenim jedné kvadratické rovnice), 7e prahova hodnota je rovna 1/p, kde
p=(/5+1)/2 je hodnota zlatého fezu. A tedy (s trochou &iselné magie)p =0.618... a
I/p=p-1=0.618...

Na tomto misté poznamenejme, Ze autor si je védom zasady, ze ,.kazdy vzorecek snizi pocet Ctenait
o polovinu“. Na druhé strané je autorovou smélou ambici propasovat (v duchu K. Capka,

J. L. Borgese, 1. Vyskocila a dal$ich) do literarniho ¢asopisu alesponi jeden vzorec.
Po takovém ohnostroji pojmu a forem musi Ctenafi ptipadat druhé heslo ponékud podivné.

2. STROMY JSOU JEDNODUCHE

Uzitecnost pojmu strom se projevuje v tom, Ze je snadno uchopitelny (coz neni minéno ve smyslu
nalepky na autoblatnik: ,,Did you hug your tree today?*) Stromy zname, protoZe idea stromu je
jednoduché. Je zajimavé a prekvapivé sledovat, jak Casto se strom vyskytuje ve vzdélavacich
programech od matef'ské Skoly az po vysokou Skolu. Strom je zpravidla jeden z prvnich lidskych
vytvorti a provazi ho celym zivotem (naptiklad ve formé¢ nadace Strom zivota).

Tato jednoduchost stromt se projevuje i v matematice a vlastné v soucasnosti je tato jednoduchost
zékladem jejich pouziti. Je dilezité, ze pro grafové stromy existuji snadné odpovédi (které posléze
vedou k rychlym algoritmiim) na néasledujici zakladni otazky:

Problém identifikace: Lze rozliSit strom od ne-strom@?
Problém isomorfismu: Lze rozhodnout zda dva stromy jsou podobné?

Oba tyto problémy lze zodpovédét kladné a navic elegantné. To je v matematice velmi fidky jev,
ktery se zda byt vyhrazen hlavné strukturam stromového typu. Jak se takova véc provede se uci na
vysoké skole zahy. I v matematice se stromy pouzivaji pti vychové a pii prechodu od jednoduchého

vvvvvv
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Na nésledujicim obrazku je uveden ptiklad zakofenéného stromu, coz je vyznaceno Sipkou
smétujici dolt.

¢(1)-0000101101011011
1
. - NN

Stromu pfifadime ve dvou krocich posloupnost nul a jedni¢ek zptusobem, ktery je s trochou snahy
mozno odvodit z obrazku. Posloupnost vlastn¢ vytvoifime jako naznacené nakresleni stromu.
Posloupnost mtizeme povazovat za kéd stromu. V nasem piipadé dostaneme 0000101101011011.
Chceme-li naopak z této posloupnosti rekonstruovat ptivodni strom, sta¢i postupovat jak je uvedeno
na obrazku. Postupujeme tak, jako bychom strom postupné kreslili.

Je vsak také mozné vyuZit nasledujiciho triku: misto kazdé nuly napiSeme levou zavorku a misto
kazdé jednicky pravou. Dostaneme tak nic netikajici posloupnost (((()()))())()). Tyto zavorky lze
nyni rozdélit do dvojic jako pfi vyhodnocovani néjakého algebraického vyrazu a jestlize uvazime
tyto dvojice jako prvky stromu a spojime je hranou tehdy, kdyz se ,,bezprostiedné obsahuji“ pak
dostaneme opét pivodni strom.

Na prvni pohled se zd4, ze véci zbytecné zeslozitujeme. Napt. kod ¢(T) stromu T (T jako strom) je
dvakrat tak dlouhy nez obrazek. Ve skute¢nosti je ale opak pravdou: isomorfismus obrazkl, u
kterého na prvni pohled neni viibec vidét jak jej nalézt a to ani teoreticky, uvedeny postup pievede
na zakladni a tedy jednoduchou rovnost ptislusnych kodi. Symbolicky zapsano:

Pro libovolné stromy T a T” plati vztah

TUT pravé kdyz  ¢(T) =¢(T).
Podrobnéji se o téchto otazkach ¢tenat mize docist v (11).
3. STROMY JSOU SLOZITE

Kdyz jsou vSechny otazky pro stromy jednoduché, jak mohou byt stromy uzitecné? Jednoducha
struktura pfeci nemutze byt pfili§ uzite¢na pii modelovani véci slozitych.

A to je pravé na stromech pékné, Ze dokazi byt slozité. Uz pro nejb€znéjsi druh stromt je v podstaté
nejjednodussi otazka slozita: Kolik je stroml zkonstruovano z jednoho,dvou ¢i tfeba n boda?
Oznacime-li toto ¢islo t(n) snadno nahlédneme, Ze plati t(1) =1, t(2)=1, t(3) = 3.

Nakreslete si obrazek! A nyni, kolik je t(4)? Pocatecni hodnoty napovidaji, ze mozna 3 nebo 4.
Opravdu? Prekvapeni se kona! Plati t(4) = 16, coz je mnohem vice, nez by se dalo ocekavat
z pocatecnich hodnot. Ale je to opravdu spravna hodnota, jak nés piesvédci nésledujici obrazek.
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Kdyz si tuto skute¢nost pro n = 4 a taky pro n = 5 uvédomil anglicky matematik 19. stoleti Arthur
Cayley, domnival se, Ze jiz odhalil vSechna tuskali problému a vyslovil tvrzeni:

Cayleyho vzorec: t(n)=n"".

Tvrzeni vSak nedokézal a diikaz ani nenaznacil (kromé ovéieni pro 4 a 5) a od té doby si matematici
lamou hlavy, jak to vlastn¢ myslel. A mozna pravé proto (ano, intelektudlni soutézivost existovala a
jesté existuje!) bylo nalezeno hned n¢kolik ditkazii. Nékteré z nich jsou velmi divtipné a nékteré
jsou opravdové matematické perly. Nové ditkazy se nalézaji do dneSni doby a napiiklad knihy (11) a
(12) obsahuji mnoho z nich, (11) obsahuje hned 6 diikazl. SloZitost pojmu strom bychom mohli
dolozit mnoha pfiklady. Ale c¢lanek by se stal pfili§ slozitym, coz by mohlo zastinit hlavni
myslenku. Spokojime se tedy s jednim vzorcem.

4. STROM JE IDEAL

Z abstraktniho hlediska je strom struktura, kterd je v mnoha smeérech extrémni, slouzici jako
zarodek a test pro smélé konstrukce a objevy. To plati jak pro uméni tak pro matematiku a priklady
jsou specialistim znamé. Na jedné stran¢ analyza stromt v podani Cézana a Mondriana tvoti grand
tour de force modernismu, ktery do dneSnich dnii udivuje svoji konzistenci, soustfedénim,
hermeti¢nosti. Nésledujici obrazky nepotiebuji zajisté blizsi urceni.

Mnoho umélcii testuje své postupy, nabytou citlivost a nové formy na ,,standardnich® ptikladech
,,Svych® stromu



Tyto ilustrace mohou byt méné zndme: vlevo je strom A. Giacomettiho v jeho rodné vesnici
Stampa, vpravo jeden z mala motivi ,,ne zatisi* G. Morandiho.

Strom jako umélcim divémé znamda struktura vZdy umoZzioval smélé experimenty. UvaZme
napiiklad nad¢asovou skicu C. Corota

Ale i v matematice zaujima analyza stromu historicky kli¢ové misto. Geometrické vlastnosti stromu
staly u vzniku topologie, ale algebraické vlastnosti stromt jsou piimo kolébkou algebraické
topologie, ktera vznikla ve stejné dobé jako klasicky modernismus dvacatého stoleti. Zakladni
mySlenka dosud neztratila na aktudlnosti a atraktivnosti: (Grafovy) strom miizeme vystihnou
obrazkem a definujeme jej vlastnostmi tohoto znazornéni (jak jiz vime je to obrazek z jednoho kusu
a navic neobsahuje kruznici). Ale miiZeme také spocitat, Ze n&jaky graf je strom. Lze totiz dokazat,
ze strom je souvisly obrazek, kde pocet hran je o jednu mensi nez pocet prvki. Jsou tedy stromy
vyjadfeny numerickym invariantem, vztahem mezi poctem prvkl a hran! Pii velké rozmanitosti
strom1 je to pozoruhodné skutecnost, kterd dala zéklad celé rozsahlé a dodnes velmi aktivni teorii —
algebraické topologii (13).

5. STROM JE IDEA, STROM JE MiRA VECI

Pro struc¢nost spojme ob¢ hesla do jedné ¢asti (i kdyz si zasluhuji samostatného podani). Pti veliké
rozmanitosti jevii a objektl, které oznaujeme a zahrnujeme pomoci pojmu strom, je jenom
prirozené povazovat strom za ideu. Ideu, kterd se zraci a projevuje v konkrétnich jevech. Pojem,
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ktery popisujeme, je tak abstrakce mnoha rtiznych objekti a mé idedlni povahu (jako vétSina
matematickych pojmil). Tento ideédlni rys je zdlraznén idedlnimi vlastnostmi, které se stromim
v jednotlivych vyznamovych souvislostech ptisuzuji. Tak v algebraickém kontextu strom vyjadiuje
svobodu, absenci omezujicich rovnic, volnou algebru. V informatickém kontextu, kde stromy hraji
dnes opravdu dulezitou roli, strom piedstavuje hierarchickou strukturu, ktera miize predstavovat
schéma procesu nebo prohledavani, tfidéni. Lze mozno fici, Ze analyza stromi je zdkladem moderni
teorie algoritmill. VSak také jeden z prvnich algoritmdi, ktery ukézal na obtiZnost, bohatost a rovnéz
aplikovatelnost rodici se teorie algoritmi, byl algoritmus pro hledani minimalniho spojeni v dané
siti. Pro tuto ulohu se pouzivd nazev ,,problém minimélni kostry* a v Gplnosti ho vyftesili poprvé
O. Boriivka a V. Jarnik jiz pted 80 lety (14). V kontextu matematické optimalizace tedy stromy
vystupuji jako extremalni (minimalni nebo maximalni) struktury.

vvvvv

(,,kazdou spojitou funkeci Ize ptiblizit polynomem*) nasla nova paradigmata:

I. Lze aproximovat kazdy graf pomoci vhodného stromu?
IL. Lze aproximovat kazdy metricky prostor pomoci vhodného stromu?

Otazka I. vedla k definicim rozlicnych pojmu. Napftiklad stromové Siika, stromova hloubka, Sifka
vétveni a mnoha dalSich, které jsou dnes dulezité jak z algoritmického tak strukturdlniho hlediska.
Otazka II. byla studovana v hrani¢ni oblasti analyzy, geometrie a kombinatoriky, coz v soucasnosti
vedlo k celé nové oblasti zvané Metrickd Ramseyova teorie (15).

Pridejme jesté¢ jednu, velmi nedavnou, a zdd se dilezitu souvislost: v hrani¢ni oblasti teorie
pravdépodobnosti matematické analyzy a statistick¢é mechaniky se vySettuji limitni procesy, které
vzniknou napf. pfi hledani minimalni kostry pfi stale se zjemiujici miiZce.

Vysledek procesu se opét nazyva strom-uniformni minimalni strom. Pfitom se nejedna o zadny
stromu podobny objekt — je to pravdépodobnostni rozdéleni vzniklé limitnim procesem. Tedy

zadny obrazek, nebo alespon ne obvykly obrazek (16).

Jak je tato situace obdobna malifstvi, kde strom rovnéz ¢asto vyjadiuje miru véci. Miru ¢asto pouze
ve smyslu ideovém a pocitovém. Jak jsou nasledujici dva obrazky podobné ve svém feseni i u€inku.
Ptitom je d¢li nékolik stoleti (V. Carpaccio, 1510; J. Sima).




A ptimo dojemné plisobi pozdni navrhy a kresby H. Mattisse a Michelangela.

Autor se domnivd, Ze Matisse a Michellangello ve svém staii zdlraznovali a tihli, mozna
implicitné, ke stromovym a obecné piirodnim tvarGim. MoZna ma ¢tenaf ndzor jiny, ale v kazdém
ptipad¢ do tohoto ¢lanku tyto kresby svym vytvarnym feSenim nalezi.

6. ZAVER

Vratme se k pivodni otdzce a mySlence: ProC jsou stromy tak vhodné pii modelovani a oznacovani
matematickych mnohdy znaéné abstraktnich struktur? Uvedli jsme rizné myslenkové konstrukce a
konkrétni piiklady, které ukazuji na nesmirnou variabilitu pojmu strom. Tyto pfiklady rovnéz
ukazuji na to, jak hluboce je tento pojem zakofenén v naSem mysleni a v elementarnich procesech
poznani. Pfiklady rovnéz vypovidaji o tom, jak jsou abstraktni pojmy matematiky v souladu
s redlnym mySlenim a zkuSenosti. Tuto skutenost nelze podceniovat ani v nejabstraktnéjSich
oblastech matematiky, abychom potom nebyli ptekvapeni jeji ,,neodiivodnitelnou uc¢innosti*.
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